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Exercice 1. Dans chaque cas, trouver une base échelonnée réduite du sous-espace vectoriel W de K™
(on dit qu’une base ordonnée est < échelonnée réduite > si, en mettant les vecteurs dans 'ordre donné
dans les lignes d’une matrice, la matrice est échelonnée réduite). Ensuite, compléter la base trouvée en
une base de K™.

(a) K=0Q,n=3et W = Vect ((1,3,-2), (2,-3,5)).

(b) K=C,n=3et W =Vect ((1,4,2), (1+1i,i,2+1), (1,0,1)).

(¢c) K=F3, n=>5et W=Vect ((0,2,1,0,2), (1,0,1,2,1), (2,0,2,2,1)).

Solution 1. Pour obtenir une base échelonnée réduite du sous-espace vectoriel W, on met les coef-
ficients de chaque vecteur de la partie génératrice dans une ligne d’une matrice et on fait une suite
d’opérations élémentaires sur les lignes de cette matrice pour obtenir une matrice échelonnée réduite.

Les lignes non nulles de cette matrice échelonnée réduite forment une base échelonnée réduite du
sous-espace vectoriel W.

(a)
1 3 —2 Lo—— 2L1+L2 1 L2‘>7éL2 1 3 -2 L1——3L2+1L1 1 0 1
<2—3 5) (o ) — <o1—1> - <o1—1>'

Donc les vecteurs (1,0,1) et (0,1,—1) forment une base échelonnée réduite de W. On peut la
compléter par le vecteur (0,0, 1) pour trouver une base de Q3.

(b)

N N & S | 1 i 2 | 10 1
Lbiodo 244 | 70T 0 | PR L0 1 i | TR L0 1
1 0 1 St N (A | 00 0 00 0

Donc les vecteurs (1,0,1) et (0,1, —i) forment une base échelonnée réduite de W. On peut la
compléter par le vecteur (0,0, 1) pour trouver une base de C3.

(c) On utilise que —2 = 1 et 27! = 2 dans F3 et on trouve

0 21 0 2 1 01 21 1 01 2 1
10121 | lo21002|"22 (02102
2 0 2 21 2 0 2 2 1 00 0 1 2
1 01 2 1 1 01 00
Pazdle g 12 01 |2 [ 01 2 01
00 0 1 2 00 0 1 2
Donc les vecteurs (1,0,1,0,0), (0,1,2,0,1) et (0,0,0,1,2) forment une base échelonnée réduite

de W. On peut la compléter par les deux vecteurs (0,0,1,0,0) et (0,0,0,0,1) pour trouver une
base de IE‘%



Exercice 2. Soit a € R. A l'aide de l’algorithme d’élimination de Gauss, déterminer les valeurs du
parametre a pour lesquelles le systeme

ax+(1—a)y+(1—a)z =a?
ar +(1+a)y+(1+a)z =a—ad?
r+y+z =1—-a
(a) n’admet aucune solution,

(b) admet une infinité de solutions,

(c) admet une solution unique.

Ensuite, résoudre le systeme dans les cas (b) et (c).

Solution 2. On écrit la matrice augmentée du systeme, en échangeant la premiere et la derniére ligne

1 1 1| 1—-a I Lol 1 1 1 1—-a Lol
a 1—a 1—a a? Zﬁi—a—fJr2 0 1—-2a 1—-2a|2d®>—a 2_%3

a 14+a l4+ala—a? ) B37alitls \ g 1 1 0

1 1 1| 1-a I 1 00| 1-a
0 1 1 0 1o heth 01 1 0
0 1-2a 1-2a|2d%—q ) Ls=@a-Dlatls \ o o 0242 —a

La matrice est maintenant échelonnée et réduite. On distingue les cas :

(a) Sia#0eta1/2, le nombre 2a> — a est non nul. La derniére équation ne peut étre vérifiée et le
systeme ne possede pas de solutions. L’ensemble des solutions du systeéme est vide.

(b) Sia =0 oua = 1/2, la derniére équation donne 0 = 0. Il reste alors deux équations & trois
inconnues. On a ainsi une infinité de solutions paramétrées par z € R. On a toujours z =1 —a et
y = —z. On choisit z comme inconnue libre, c’est-a-dire comme parametre et on obtient ’ensemble
des solutions :

S={1—-a;—2;2) | z€ R}
Le systeme possede une droite entiere de solutions.

(c) Finalement, comme nous avons étudié tous les cas, nous constatons que pour aucune valeur du
parametre a le systeme possede une solution unique.

Exercice 3. Soit o : C* — C3 I'application C-linéaire définie par
a(z,y,z,t) = ((i + Dz, 3z +iy + (=1 +9)t, y+ (a+i)t)

avec a € R, un nombre réel fixe.
(a) Trouver une base échelonnée réduite de Im(«).
(b) Quel est le rang de a?

(c) Quelle est la dimension de ker («) ?



Solution 3.

(a) Par définition, la matrice de a par rapport aux bases canoniques de C* et de C? est la matrice
i+1 0 0 0
A= 3 i 0 —1+14 | .Rappelons que les colonnes de A sont les composantes des images
0 1 0 a4+

des vecteurs de base, qui engendrent Im («). Pour trouver une base échelonnée réduite de Im (),
on transpose A, ce qui fait apparaitre les générateurs de Im («) en lignes. On fait alors une suite
d’opérations élémentaires sur les lignes de la transposée de A. Les lignes non nulles de la matrice
échelonnée réduite obtenue forment une base échelonnée réduite de Im (o).

i+1 3 0 1 3-3i 0
O Z 1 L3<+La 0 1 —Z
transpose—> — . .
0 0 0 (A=), 0 -1+% a+:
0 147 a4+ Lo——iLs 0 0 0
3 _ 3,
1 5 — 52 0
L3—(1—i)La+Ls | O 1 —1
0 0 a—1
0 0 0

Si a # 1, on peut multiplier la 3¢me ligne par (a — 1)~! et on obtient que les vecteurs v; = (1, % —
3i,0), v2 = (0,1, —i) et v3 = (0,0, 1) forment une base échelonnée de Im (). Par conséquent, Im (o)
est de dimension 3 si a # 1 et donc une base échelonnée réduite est ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).
Si a = 1, il ne reste que 2 lignes non nulles et on obtient que les vecteurs v = (1,0,% + %z)
et v = (0,1, —4) forment une base échelonnée réduite de Im («). Par conséquent, Im () est de
dimension 2 si a = 1.

(b) Le rang de « est la dimension de Im («), donc 3 si a # 1, et 2si a = 1.

(c) Par le théoreme du rang, dimker (o) = dim(C*) — dimIm (). Si @ # 1, on trouve 4 — 3 = 1. Si
a =1, on trouve 4 — 2 = 2.

Exercice 4. Soit ¢ : C* — May2(C) I'application linéaire définie par ¢(a, b, ¢, d) = (a —btc a+tb+ d)‘

2a —ib  ib+c+d
Trouver une base de Im (¢).

Solution 4. On sait que Im (¢) est engendré par {¢(e1), d(e2), d(e3), d(ea)}, ou (e1,e2,e3,e4) est la
base canonique de C*.

On trouve ¢(e1) = (; é) B(es) = <j 1) B(es) = <(1) ?) ot dles) = <8 D

On écrit ces 4 matrices comme des vecteurs lignes par rapport a la base (F11, E12, Fa1, E22) de
M>5(C), dans les lignes d’une matrice A :

1 1 2 0
-1 1 —i 4

A= 1 0 0 1
0 1 0 1

On échelonne la matrice et on trouve que sa forme échelonnée réduite est

1 0 0 1
01 0 1

k= 001 -1
000 O



Ensuite, on pose les matrices correspondant aux lignes de R pour trouver une base de Im (¢), notam-

(000000

Noter que pour trouver une base, une forme seulement échelonnée de la matrice suffirait.

Exercice 5. On considére des matrices a coefficients réels. Dans chaque cas trouver, si possible, les
valeurs des nombres réels a et b telles que les matrices

Il
—= O N
[ N
|
[u—
=
@
-+
Il
PN S BGA
Tt W NN
S W

soient de rang 2.

Solution 5. En faisant des opérations élémentaires sur les lignes de M, on ne change pas son rang.

21 1 b 01 1-2a b—2
01 —1 1 |7 2eth| g1 1 1
10 a 1 10 a 1

00 2—2 b—3

Iimzletle (g 1 4 1

1 0 a 1

Maintenant on voit facilement que le rang de M est 2 si et seulement si la premiére ligne vaut 0,
donca=1et b=3.

Pour N, on commence par prendre la transposée afin de simplifier les calculs, puis on fait des
opérations élémentaires.

a
Li1—Ls+Ly

3
2
1 L1——2Lo+14

W N Q

b 4 0
3 5 2
4 6 1

w N |
> ow |
o vl o

Sia=1et b=2, alors N est de rang 2, sinon elle est de rang 3.

Exercice 6. Soient V, W et U des K-espaces vectoriels de dimension finie (non nulle). Soient « :
V- Wet g: W — U des applications K-linéaires. On fixe des bases By, By et By de V, W et U
respectivement et on pose A = [a]p, By, €t B = [BlBy.By-

a) Démontrer que Im (8 o o) C Im (53).

b

—~ o~

Démontrer que rg(BA) < rgB.

C

—

)

) Démontrer que ker(a) C ker(f5 o ).
d) Démontrer que rg(BA) < rgA.
)
)

—

e) Trouver, dans chaque cas, un exemple ou l'inclusion ou I'inégalité est stricte.

—_—

f) Trouver, dans chaque cas, un exemple ou I'inclusion ou I'inégalité constitue une égalité.



Solution 6.

a)

b)

Soit z € Im (B o ). Donc il existe x € V tel que z = f(a(x)). Comme a(x) € W, onay € W tel
que z = S(y). Donc z € Im (f). Comme z est arbitraire, on a Im (5 o ) C Im ().

Noter d’abord que BA est la matrice de o a par rapport aux bases By et By. Ainsi, rg(BA) =
rang colonne(BA) = dimIm (Soa) et rg(B) = rang colonne(B) = dim Im (). Comme Im (foa) C
Im 8 on a que dim(Im (8 o )) < dim(Im B).

Soit = € ker(a). Donc a(x) = 0. Comme [ est linéaire, 5(0) = 0, et on a f(a(z)) = 4(0) = 0. Par
conséquent = € ker(f o a). Comme z € ker(a) est arbitraire, on a ker(a) C ker(f o «).

Le rang de BA est la dimension de I'image de So« et le rang de A est la dimension de I'image de «.
Par le théoreme du rang dim V' = dim ker(f o @) + dimIm (8 o a) et dim V' = dim ker a 4+ dim Im cv.
Par c), dimker(f o o) > dimker a. Donc dim(Im (8 o ) = dim V' — dim(ker(8 o o)) < dimV —
dim(ker @) = dim(Im «).

Prenons V.= W = U # {0}. Pour (a), prenons « I’application nulle, et 5 'application identité. Dans
ce cas, Im (Soa) = 0. Pour une inégalité stricte dans (b) on prend les matrices correspondantes. Pour
une inclusion stricte dans (c), on prend a I'application identité et 5 = 0. Dans ce cas, ker (foa) = V.
Pour une inégalité stricte dans (d), prenons B = 0 et A la matrice identité.

SiV =W =U et a et 8 sont bijectives, on a 1’égalité des deux images dans (a). Pour (b), on prend
les matrices identités par exemple. Si « et 5 sont bijectives, alors les deux noyaux sont nuls, ce qui
donne une égalité dans (c). Pour une égalité dans (d), prenons A et B les matrices identités.



